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Аннотация
Предмет исследования. Сверхзвуковое и гиперзвуковое обтекание элементов летательных аппаратов 
сопровождается формированием сложной структуры течения, которая характеризуется наличием сильных 
ударных волн, волн разрежения, контактных разрывов, отрывом и присоединением потока. Для таких задач 
характерно взаимодействие ударных волн с вязкими пограничными слоями, которое носит достаточно сложный 
характер и во многом определяет эффективность летательных аппаратов. При обтекании сложных конструкций 
летательных аппаратов и их силовых установок в окрестности выпуклых угловых точек геометрии локально 
реализуются течения сжатия и расширения. Расчет косых скачков уплотнения, образующихся при обтекании 
угла сжатия, и простых волн расширения, формирующихся при обтекании угла расширения, входит как 
элемент решения многих задач на построение линий тока и поиска распределения давления на обтекаемой 
поверхности. Метод. На основе технологии адаптивных сеток предложена численная модель, предназначенная 
для исследования двумерных эффектов, возникающих при сверхзвуковом обтекании углов сжатия и расширения. 
Численное моделирование выполнено с применением моделей, таких как невязкая, ламинарная, турбулентная. 
В расчетах число Маха падающей ударной волны изменяется от 2 до 15, а угол разворота потока — от 5 до 
1 5°. Число Рейнольдса, вычисленное по характеристикам невозмущенного потока, равно 105. Рабочий газ — 
воздух (показатель адиабаты — γ = 1,4). Основные результаты. Рассмотрена качественная картина течения 
при дифракции ударной волны на уступах различной геометрии. При взаимодействии ударной волны с углом 
сжатия наблюдается отрыв потока и формирование рециркуляционной области, а при взаимодействии ударной 
волны с углом расширения — расцентровка волны Прандтля–Майера. Проведено сравнение результатов расчетов 
с теоретическими данными по параметрам потока за фронтом ударной волны или веером волны разрежения. 
Практическая значимость. Исследования показали влияние эффектов вязкости и турбулентности на структуру 
течения и распределения характеристик потока при обтекании углов сжатия и расширения. Результаты 
моделирования могут найти применение при решении задач, связанных с проектированием воздухозаборников 
высокоскоростных летательных аппаратов при параметрических и оптимизационных расчетах газодинамических 
течений, возникающих в элементах двигательных установок сверх- и гиперзвуковых летательных аппаратов.
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Abstract
Super- and hypersonic flow around aircraft elements is accompanied by the formation of a complex flow structure, 
which is characterized by the presence of strong shock waves, rarefaction waves, contact discontinuities, separation 
and reattachment of the flow. For such problems, the interaction of shock waves with viscous boundary layers is 
characteristic. Such interaction is quite complex and largely determines the effectiveness of aircraft. When flowing 
around complex structures of aircraft and their power plants in the vicinity of convex corner points of the geometry, 
compression and expansion flows are locally realized. The calculation of oblique shock waves, formed when flowing 
around the compression angle, and simple expansion waves, formed around the flowing angle of expansion, is 
included as an element of solving many problems of constructing streamlines and finding the pressure distribution 
on the streamlined surface. Based on the technology of adaptive meshes, a numerical model is proposed for studying 
two-dimensional effects arising from supersonic flow around the angles of compression and expansion. Numerical 
simulation was performed using various models such as inviscid, laminar or turbulent. In the calculations, the Mach 
number of the incident shock wave varies from 2 to 15, and the flow angle varies from 5 to 15 degrees. The Reynolds 
number, calculated from the characteristics of the unperturbed flow, is equal to 105. The working gas is air (γ = 1.4). 
A qualitative picture of the flow during diffraction of a shock wave on steps of different geometry is considered. When 
the shock wave interacts with the compression angle, flow separation and the formation of a recirculation region are 
observed, and when the shock wave interacts with the expansion angle, the Prandtl–Mayer wave is misaligned. The 
results of calculations are compared with theoretical data on the parameters of the flow behind the shock front or fan of 
the rarefaction wave. Studies have shown the influence of the effects of viscosity and turbulence on the flow structure 
and distribution of flow characteristics when flowing around the angles of compression and expansion. The simulation 
results can find application in solving problems related to the design of air intakes of high-speed flying aircrafts, in 
particular, in parametric and optimization calculations of gas-dynamic flows that arise in the elements of propulsion 
systems of supersonic and hypersonic aircraft.
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Введение

Сверх- и гиперзвуковое обтекание элементов лета-
тельных аппаратов сопровождается формированием 
сложной структуры течения, которая, в частности, ха-
рактеризуется наличием сильных ударных волн, волн 
разрежения, контактных разрывов, отрывом и при-
соединением потока [1]. Для широкого круга приклад-
ных задач характерно взаимодействие ударных волн с 
вязкими пограничными слоями, формирующимися на 
обтекаемой поверхности. Такое взаимодействие носит 
достаточно сложный характер, во многом определяя 
эффективность летательных аппаратов. В пристеноч-
ной области возникают локальные отрывные зоны и 
области повышенных силовых и тепловых нагрузок, 
что приводит к снижению устойчивости летательного 
аппарата и повышению потерь в силовых установках. 

Интенсивность взаимодействия ударной волны с погра-
ничным слоем определяется как конкретной геометри-
ей течения, так и его режимными параметрами, прежде 
всего, числами Маха (M) и Рейнольдса [2].

При обтекании сложных конструкций летательных 
аппаратов и их силовых установок в окрестности выпу-
клых угловых точек геометрии локально реализуются 
течения сжатия и расширения (рис. 1). Организация 
таких течений, например, при помощи уступов с раз-
личными углами наклона образующей к направле-
нию набегающего потока, используется для стабили-
зации горения в воздушно-реактивных двигателях. 
Реализация течений подобного рода характерна для тел 
с изломами образующей при их обтекании сверхзву-
ковым потоком и их донной области. Расчет косых 
скачков уплотнения, образующихся при обтекании угла 
сжатия, и простых волн расширения, формирующихся 
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при обтекании угла расширения, входит как элемент в 
решение многих задач на построение линий тока и по-
иска распределения давления на обтекаемой поверхно-
сти. В работе [3] описывается метод получения верхней 
поверхности волнолета (waverider) как совокупности 
линий тока, соответствующих сверхзвуковому обте-
канию выпуклого угла (течение Прандтля–Майера). 
Отличительной особенностью данного течения явля-
ется геометрическое подобие линий тока относительно 
вершины выпуклого угла. Изменение формы кормовой 
части летательного аппарата путем введения предва-
рительного расширения с небольшим углом (до 15°) 
приводит к повышению давления в донной области и 
уменьшению сопротивления тела [4].

Моделирование течений невязкого сжимаемого газа 
около углов расширения (expansion corner) и сжатия 
(compression corner), а также их комбинаций, относится 
к каноническим задачам газовой динамики. Такие тече-
ния исследуются как теоретическими методами (удар-
ные поляры) и средствами физического эксперимента, 
так и при помощи методов численного моделирования, 
основанными на решении уравнений Эйлера.

Постановка задачи

Для многих практических приложений оказываются 
важными ударно-волновая структура формирующихся 
течений и крупномасштабные вихревые структуры, 
которые развиваются в слое смешения над отрывной 
зоной. Роль вихревых структур в существенной степени 
сказывается в обмене массой, количеством движения и 
энергией между внешним невязким течением и рецир-
куляционной областью. В этом случае для моделирова-
ния течений используются осредненные по Рейнольдсу 
уравнения Навье–Стокса и вихреразрешающие подхо-
ды к моделированию турбулентности.

Возможности и точность методов численного мо-
делирования по воспроизведению ударно-волновой 
структуры потока и его различных особенностей об-
суждаются в работе [5], включая течения около углов 
сжатия и расширения, а также их комбинаций. Сильное 
влияние на результаты расчетов оказывает степень раз-
решения волновой картины течения, которая зависит от 
способа дискретизации невязких потоков. Вязкие силы 
определяются турбулентными напряжениями и зависят 
от используемой для замыкания уравнений Рейнольдса 
модели турбулентности. Повышенное размазывание 

скачков в расчетах приводит к подавлению отрыва 
потока, как и в реальных течениях при сглаживании 
воздействующих на пограничный слой градиентов дав-
ления. В [6] предложен ряд канонических тестовых 
задач для проверки работоспособности моделей тур-
булентности, а в работах [7, 8] сравнивается точность 
различных численных методов. К плоским конфигура-
циям относятся: пластина, сопряженная с клином, пла-
стина и взаимодействие плоского падающего скачка с 
пограничным слоем, а к осесимметричным – цилиндр, 
сопряженный с конусом цилиндр и взаимодействие 
осесимметричного падающего скачка с цилиндром.

Результаты физического эксперимента (распреде-
ления давления и скорости в различных сечениях) в 
широком диапазоне углов приведены в работах [9–12]. 
Трехмерные расчеты структуры течения и теплообме-
на во входной секции воздухозаборника выполнены в 
[13]. Турбулентное обтекание угла сжатия с отрывом 
потока обсуждается в работах [14–16]. Модификация 
стандартных моделей турбулентности позволяет полу-
чить результаты, удовлетворительно согласующиеся с 
экспериментом. Особенности отрыва потока при взаи-
модействии ударной волны с углом сжатия рассмотре-
ны в [17]. При определенных условиях наблюдаются 
вторичный отрыв пограничного слоя, на структуру 
которого оказывает влияние температурный фактор, а 
также поперечные составляющие градиента давления 
и вихревые структуры [18, 19]. При увеличении числа 
Рейнольдса течение в области отрыва из двумерного 
переходит в трехмерное. Особенности взаимодействия 
ударной волны с пограничным слоем изучены в работе 
[20], а детали отрыва потока — в [21, 22] на основе 
данных о вихре разрешающего моделирования. При 
фиксированном числе Маха интенсивность взаимодей-
ствия ударной волны с пограничном слоем возрастет 
при увеличении величины уступа.

В ранних экспериментальных работах основное 
внимание уделялось измерениям статического давления 
в донной области, которое изменяет сопротивление 
тела, и исследованию волновой структуры течения 
[23, 24]. Сверхзвуковые турбулентные течения в окрест-
ности плоского уступа с наклонной подветренной гра-
нью изучены в [25] при изменении угла наклона грани 
уступа и числа Маха набегающего потока, а измерения 
различных характеристик потока — в [26]. Структура 
течения в области расширения потока рассмотрена в 
работах [27, 28]. Флуктуации сдвиговых напряжений 

Рис. 1. Обтекание углов сжатия (а) и расширения (b) сверхзвуковым потоком
Fig. 1. Supersonic flow around the compression corner (a) and expansion corner (b)
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на стенке изучены в [29] на основе данных прямого 
численного моделирования, которое выполнено для 
сверхзвукового потока, обтекающего угол расширения 
[30, 31]. Распределения характеристик потока, включая 
статистические характеристики турбулентности, срав-
ниваются с теми, которые имеют место в пограничном 
слое на плоской пластине при одинаковых условиях 
расчета. Установившееся течение газожидкостной сме-
си около внешнего тупого угла рассмотрено в [32].

Имеющиеся программные пакеты универсального 
назначения позволяют не только проводить системати-
ческое численное моделирование различных течений, 
но и осуществлять вычислительное сопровождение 
газодинамического эксперимента, проводя решение 
соответствующих задач применительно к условиям из-
мерений. Такое сопровождение является обязательным 
условием подготовки, проведения и анализа результа-
тов физического эксперимента. При этом интерес к 
каноническим задачам газовой динамики не ослабевает 
не только в связи с практической значимостью таких те-
чений, но и потому, что такие задачи — хороший испы-
тательный полигон для проверки точности численных 
расчетов, разностных схем и моделей турбулентности.

В настоящей работе рассмотрено численное мо-
делирование дифракции ударной волны на уступах 
различной геометрической конфигурации. Выполнено 
сравнение результатов расчетов, полученных в рам-
ках невязкой, ламинарной и турбулентной постановок 
задачи. На основе полученных результатов сделаны 
выводы о влиянии эффектов вязкости и турбулентности 
на формирование структуры потока.

Схема течения и параметры задачи

Схемы течений, сформированных при обтекании 
углов сжатия и расширения, поясняет рис. 2. При реше-
нии задачи в невязкой постановке, входные параметры 
задачи — число Маха невозмущенного потока M1 и 
угол наклона уступа θ. При учете эффектов вязкости к 
ним добавляется число Рейнольдса, от которого зависит 
толщина пограничного слоя перед точкой взаимодей-

ствия ударной волны с уступом. Начало координат 
выбирается в угловой точке.

При взаимодействии ударной волны с углом сжа-
тия (рис. 2, а) в вершине угла возникает косой скачок 
уплотнения, наклоненный под углом β. Пройдя через 
скачок уплотнения, поток поворачивается на угол θ и 
становится параллельным боковой поверхности. При 
углах, превышающих некоторое предельное значение, 
подобное простое течение оказывается невозможным. 
Скачок уплотнения становится криволинейным и отхо-
дит от вершины угла, а за отошедшим скачком уплот-
нения появляется область с дозвуковой скоростью. 
При определенных условиях перед уступом происходит 
отрыв потока. При сверхзвуковом обтекании такой от-
рыв сопровождается образованием скачка уплотнения 
перед точкой отрыва, вызванным отклонением потока 
на некоторый угол вследствие появления застойной 
зоны перед уступом. При этом точки отрыва и последу-
ющего присоединения потока находятся вблизи излома 
стенки.

Расширение потока при сверхзвуковом обтекании 
тупого внешнего угла (рис. 2, b) происходит с обра-
зованием центрированной волны разрежения, опре-
деляемой веером прямых линий Маха, исходящих из 
вершины угла. Имеют место три области течения: не-
возмущенный набегающей поток с числом Маха M1, 
плоскопараллельный сверхзвуковой поток с числом 
Маха M2 > M1 вдоль стенки, расположенной под углом 
θ к набегающему потоку, и область центрированной 
волны разрежения, в которой осуществляется поворот 
и изэнтропическое ускорение потока. Область рас-
ширения потока располагается между двумя линия-
ми Маха, образующими угол φ. Угол наклона первой 
характеристики (со стороны набегающего потока) μ1 
соответствует числу Маха M1 набегающего потока, а 
угол наклона второй характеристики μ2 соответствует 
числу Маха M2.

Система координат (x, y) выбирается таким образом, 
что ось x ориентирована по направлению набегающего 
потока, а ось у — по нормали к ней.

Размер расчетной области в направлении оси x со-
ставляет 0,8 м, а ее максимальная протяженность в 
направлении оси y — 0,3 м (размер входной границы 
в случае угла сжатия и размер выходной границы в 
случае угла расширения). Длина грани перед угловой 
точкой составляет 0,3 м. На входной границе для по-
становки граничных условий используются профили 
скорости, давления и плотности, соответствующие ла-
минарному обтеканию плоской пластины. 

Методы и условия расчетов

Для численного моделирования использованы мо-
дели:
— невязкого сжимаемого газа (уравнения Эйлера);
— ламинарного течения вязкого сжимаемого газа 

(уравнения Навье–Стокса);
— турбулентного течения вязкого сжимаемого газа с 

использованием Realizable k–ε модели турбулент-
ности (k — кинетическая энергия турбулентности, 
ε — скорость ее диссипации).

Рис. 2. Сверхзвуковое обтекания углов сжатия (a) 
и расширения (b)

Fig. 2. Supersonic flow around the corners of compression (a) 
and expansion (b)

Численное моделирование влияния вязкости и турбулентности...
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В расчетах число Маха падающей ударной волны 
изменяется от 2 до 15, а угол разворота потока — от 
5 до 15°. Число Рейнольдса, вычисленное по характе-
ристикам невозмущенного потока, равно 105. Рабочий 
газ – воздух (γ = 1,4).

Расчеты выполнены в двумерной постановке на 
сетке, состоящей из 1,5·105 треугольных элементов 
(рис. 3). Для угла сжатия сгущение ячеек сетки произ-
водится в области фронта ударной волны, угол наклона 
которой оценивается в каждом варианте расчета, исходя 
из имеющихся теоретических зависимостей для за-
данного угла препятствия и числа Маха. В случае угла 
расширения ячейки сетки сгущаются в области веера 
волны разрежения, положение характеристик которой 
также находится из теоретических соотношений. В об-
ласти невозмущенного потока и позади фронта удар-
ной волны или веера волны разрежения сетка является 
равномерной, однако количество ячеек в этих областях 
различается. В областях сжатия и расширения потока 
количество ячеек сетки увеличивается. При моделиро-
вании течений с учетом вязких эффектов узлы сетки 
сгущаются вблизи стенок для надлежащего разрешения 
пограничного слоя. При этом поперек пограничного 
слоя размещается около 25 узлов сетки, а безразмерная 
пристеночная координата y+ достигает значения 0,25.

При моделировании течения невязкого газа на левой 
границе задаются граничные условия невозмущенного 
набегающего потока, в котором давление и температура 
соответственно равны p1 = 1,01325·105 Па и T1 = 300 К. 
При решении задачи с учетом вязких эффектов задают-
ся профили характеристик потока, полученные путем 
численного расчета ламинарного пограничного слоя на 
плоской пластине. Интенсивность турбулентности на 
входной границе составляет 5 %. Положение верхней 
границы расчетной области выбирается таким обра-
зом, чтобы граничные условия являлись условиями 
невозмущенного потока (невязкая стенка), что гаран-

тирует отсутствие влияния граничных условий. Правая 
граница расчетной области располагается на таком 
расстоянии, чтобы ошибка в мягких граничных усло-
виях на этой границе не оказывала влияния на решение 
задачи. Для невязкого газа при рассмотрении скорости 
на стенке используются условия непротекания, а при 
использовании модели вязкого течения дополнитель-
но задаются условия прилипания. Стенки считаются 
тепло изолированными.

Для дискретизации по времени используется схема 
расщепления по физическим процессам и простран-
ственным переменным. Пространственные производ-
ные от невязких потоков дискретизируются при по-
мощи TVD-схемы третьего порядка, построенной на 
основе расщепления вектора потоков по физическим 
процессам, а вязкие потоки – при помощи центральных 
разностей со вторым порядком точности. Расчеты пре-
кращаются по достижению заданного уровня невязки 
(R ~ 10−6). Детали вычислительной процедуры приво-
дятся в работе [33].

Угол сжатия

Сетки для двух вариантов расчета, соответствую-
щих фиксированному числу Маха невозмущенного 
потока и различным углам, представлены на рис. 4. 
Ячейки сетки сгущаются в окрестности фронта удар-
ной волны и пограничном слое. При этом возможна 
адаптация сетки в процессе решения задачи на основе 
подхода, изложенного в работе [34].

Распределения числа Маха для различных углов 
разворота потока (невязкое течение) показаны на рис. 5. 
Увеличение угла разворота потока при фиксирован-
ном числе Маха падающей ударной волны приводит 
к уменьшению числа Маха, а также росту давления и 
температуры за фронтом отраженной ударной волны. 
Сравнение с точным решением показывает, что разра-

Рис. 3. Расчетная сетка около углов сжатия (a) и расширения (b)
Fig. 3. The calculated mesh around the compression corner (a) and the expansion corner (b)

Рис. 4. Расчетные сетки для числа Маха M1 = 2 и углов θ равных: 5° (a); 15° (b)
Fig. 4. Computational grids for the Mach number M1 = 2 and corners θ = 5° (a); 15° (b)
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ботанная вычислительная процедура гарантирует от-
сутствие нефизических осцилляций параметров потока 
на фронте ударной волны.

Распределения давления (p) при обтекании угла 
сжатия турбулентным потоком показаны на рис. 6 для 
различных чисел Маха и углов разворота потока. По 
сравнению с решением невязкой задачи распределения 
параметров потока за фронтом дифрагированной удар-
ной волны носит неравномерный характер.

В табл. 1 представлено влияние турбулентности на 
характеристики течения около угла сжатия для двух чи-
сел Маха и трех углов разворота потока. Теоретические 
значения угла наклона скачка уплотнения и числа Маха 
за ним получены на основе метода ударных поляр. Под 
δ понимается относительная погрешность расчета того 
или иного параметра по отношению к невязкой задаче.

В табл. 2 представлено влияние вязких эффектов на 
характеристики течения около угла сжатия при M1 = 5 

(индексы 1 и 2 относятся к параметрам перед и позади 
фронта ударной волны). Угол наклона ударной волны 
рассчитывается соотношением β = tan(ys/xs), где xs и 
ys — декартовые координаты точки на фронте ударной 
волны. Координата xs фиксированная, а координата 
ys находится из визуального представления картины 
течения, обработанной в виде линий уровня числа 
Маха. Относительные погрешности δ1 и δ2 расчета 
характеристик потока в ламинарном и турбулентном 
режимах течения рассчитываются по отношению к ре-
зультатам, полученным в невязкой постановке. Влияние 
вязких эффектов приводит к увеличению угла наклона 
ударной волны. Среди различных характеристик по-
тока давление (p2) претерпевает наибольшие измене-
ния при использовании различных моделей течения. 
Максимальная относительная погрешность расчета 
числа Маха достигает 4 %, давления — 21 %, темпе-

Рис. 5. Линии уровня числа Маха M1 = 5 при невязком обтекании угла сжатия θ равного: 5° (а); 9° (b); 12° (c); 15° (d)
Fig. 5. Lines level of the Mach number in non-viscous flow around the compression corner for M1 = 5 and θ = 5° (a); 9° (b); 12° (c); 

15° (d)

Рис. 6. Линии уровня давления для M1 равного: 2 (a, b); 5 (c, d) при турбулентном обтекании угла сжатия θ равном: 5° (a, c); 
15° (b, d)

Fig. 6. Lines of pressure level in turbulent flow around the compression corner for M1 = 2 (a, b); 5 (c, d) and θ = 5° (a, c); 15° (b, d)

Численное моделирование влияния вязкости и турбулентности...
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ратуры — 6 %, а угла наклона ударной волны — 14 %. 
T2 — температура за скачком уплотнения.

В табл. 3 представлено влияние вязких эффектов 
на характеристики течения около угла сжатия при раз-
личных углах разворота потока. В то время как рас-
хождение результатов по числу Маха и температуре, 
полученных в рамках различных моделей течения, не-
значительно отличаются друг от друга, наблюдается су-
щественное влияние вязких эффектов на угол наклона 
ударной волны и давление за скачком. Максимальные 
относительные погрешности расчета Маха и темпера-
туры составляют 4 % и 6 %, а угла наклона скачка и 
давления — 40 % и 34 % соответственно.

Расхождение результатов расчетов, проведенных в 
рамках различных моделей, объясняется формирова-

нием пограничного слоя и ростом его толщины вниз 
по потоку при учете вязких эффектов. Формирование 
пограничного слоя приводит к тому, что число Маха 
и другие параметры потока перед фронтом ударной 
волны различаются от тех, которые используются в 
теоретических расчетах на основе модели невязкого 
газа. Увеличение скорости потока вызывает увеличение 
числа Рейнольдса и толщины пограничного слоя, что 
приводит к более сильному развороту потока и форми-
рованию ударной волны более высокой интенсивности. 
В окрестности излома стенки наблюдается область с 
отрицательными значениями скорости, что говорит о 
формировании рециркуляционной зоны и отрыве пото-
ка от стенки. В связи с большей толщиной турбулент-
ного пограничного слоя по сравнению с ламинарным, в 

Таблица 1. Характеристики потока при обтекании угла сжатия

Table 1. Flow characteristics when flowing around the compression corner

θ, град. M1
β, град. М2

теория расчет δ, % теория расчет δ, %

5 2 34,265 35 +2,15 1,852 1,777 –4,04
10 2 39,280 39 –0,71 1,667 1,658 –0,50
15 2 45,314 45 –0,69 1,468 1,437 –2,09
5 5 15,059 15 –0,39 4,544 4,485 +0,06
10 5 19,363 20 +3,29 4,221 3,970 –5,94
15 5 24,311 24 +1,28 3,655 3,487 –4,59

Таблица 2. Характеристики потока при обтекании угла сжатия для M1 = 5

Table 2. Flow characteristics when flowing around the compression corner for M1 = 5

θ, град. Параметр потока Невязкое течение Ламинарное течение Турбулентное 
течение δ1, % δ2, %

5 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,18
4,50
182
357

15,52

0,17
4,45
193
362

16,39

0,16
4,35
220
375

17,35

—
1,11
6,04
1,40
5,57

—
3,33
20,88
5,04
11,79

7 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,16
4,31
226
384

17,35

0,15
4,27
241
387

18,43

0,14
4,19
263
398

19,65

—
0,93
6,64
0,78
6,23

—
2,78
16,37
3,65
13,25

9 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,14
4,10
278
413

19,65

0,14
4,09
295
414

19,64

0,13
4,02
322
428

21,04

—
2,44
6,12
0,24
0,01

—
—

15,83
3,63
7,04

 12 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,25
3,80
370
462

21,80

0,24
3,86
397
452

22,62

0,23
3,82
412
461

23,50

—
1,58
7,30
2,16
3,75

—
0,53
11,35
0,22
7,78

15 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,22
3,50
483
520

24,44

0,22
3,59
517
503

24,94

0,21
3,56
546
510

25,46

—
2,57
7,04
3,27
2,05

—
1,71
13,04
1,92
4,17
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турбулентном потоке имеет место формирование более 
сильной ударной волны.

В частности, полагая θ = 5° и M1 = 5 и учитывая 
вязкие эффекты и наличие ламинарного пограничного 
слоя, получим, что реальное число Маха перед фрон-
том ударной волны составляет M1 = 4,82, а давление 
и температура — p1 = 120 кПа и T1 = 320 К. В модели 
идеального газа параметры, заданные на входной гра-
нице расчетной области, остаются постоянными до 
фронта ударной волны. Используя число Маха, соот-
ветствующее вязкому случаю, для расчета угла наклона 
ударной волны получим, что β = 15,5°. При этом число 
Маха за фронтом ударной волны составляет M2 = 4,34, 
а давление и температура — p2 = 213 кПа и T2 = 379 К. 
Такие значения характеристик потока достаточно хо-
рошо согласуются с теми, которые приведены в табл. 2 
и 3. Поскольку ламинарный пограничный слой более 
подвержен отрыву, чем турбулентный, при ламинарном 
режиме течения отрыв возникает при меньших интен-
сивностях падающей ударной волны. При одинаковых 
интенсивностях он оказывается более протяженным, 
чем в случае турбулентного режима течения.

Особенности обтекания угла сжатия вязким потоком 
показано на рис. 7. При невязком течении формируется 
косой скачок уплотнения с началом в вершине угла и 
интенсивностью, зависящей от угла наклона стенки к 
оси x и числа Маха набегающего потока. В случае вяз-
кого течения возникает локальный отрыв пограничного 
слоя в окрестности вершины угла (даже при отсутствии 

ударной волны). Выделенный фрагмент показывает 
профиль скорости в пограничном слое. Наличие отри-
цательных скоростей вблизи стенки свидетельствует об 
отрыве пограничного слоя. В результате одновременно-
го воздействия обоих факторов при вязком обтекании 
отрыв происходит при меньших углах, а скачок уплот-
нения формируется в точке отрыва. В точке присоеди-
нения пограничного слоя формируется еще один скачок 
уплотнения, который имеет большую интенсивность, 
чем первый, вследствие чего происходит значительное 
увеличение давления. Поскольку в точке присоеди-
нения толщина пограничного слоя мала, а давление 
велико, в области присоединения пограничного слоя 
к поверхности наблюдается нагрев поверхности. Как 
и в случае падающего скачка, между двумя скачками 
уплотнения, вызванными отрывом и присоединением, 
формируется веер волн разрежения. Вниз по потоку 
давление постепенно падает и приближается к значе-
нию, соответствующему невязкой теории косого скачка 
уплотнения, что совместно с увеличением толщины 
пограничного слоя приводит к постепенному умень-
шению тепловых потоков к поверхности. Положение 
точки отрыва определяется состоянием пограничного 
слоя перед зоной взаимодействия. В турбулентном по-
граничном слое противодействующие неблагоприят-
ному градиенту давления касательные напряжения на 
стенке существенно выше, чем в ламинарном. Отрыв 
турбулентного пограничного слоя наступает при бо-
лее сильных градиентах давления, чем в ламинарном 

Таблица 3. Характеристики потока при обтекании угла сжатия

Table 3. Flow characteristics when flowing around the compression corner

θ, град. Параметр потока Невязкое течение Ламинарное течение Турбулентное 
течение δ1, % δ2, %

5 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град

0,18
4,50
182
357

15,52

0,17
4,45
193
362

16,39

0,16
4,35
220
375

17,35

—
1,11
6,04
1,40
5,57

—
3,33
20,88
5,04
11,79

7 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град.

0,24
6,10
226
386

11,77

0,22
6,04
245
390

12,80

0,18
5,92
276
404

15,52

—
0,98
8,41
1,04
8,80

—
2,95
22,12
4,66
31,91

9 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град

0,27
7,59
276
414

10,49

0,25
7,49
311
421

11,31

0,21
7,35
358
437

13,39

—
1,32
12,68
1,69
7,80

—
3,16
29,71
5,56
27,65

12 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град

0,33
10,2
404
480
8,62

0,28
10,14
465
484

10,12

0,24
10
524
496

11,77

—
0,59
15,10
0,83
17,51

—
1,96
29,70
3,33
36,59

15 ys, м
M2

p2, кПа
T2, К

β, град

0,35
11,3
480
520
8,13

0,27
10,99
548
547

10,49

0,25
11,2
642
530

11,31

—
2,74
14,17
5,19
29,04

—
0,88
33,75
1,92
39,11
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случае. В целом, используемая модель турбулентности 
завышает размер отрывной области, формирующейся 
в результате взаимодействия скачка уплотнения с по-
граничным слоем.

На рис. 8 и 9 представлены распределения давления 
при различных числах Маха и углах разворота потока. 

Участок постоянного давления соответствует области 
отрыва пограничного слоя, а точки перегиба на распре-
делении давления показывают положения точек отрыва 
и присоединения потока. Приведенные распределения 
давления в качественном отношении согласуются с 
данными физического эксперимента [9, 10] (прямое 
сравнение представляется затруднительным в связи с 
различными моделями и условиями задачи).

Рис. 7. Взаимодействие ударной волны с пограничным слоем и отрыв потока при обтекании угла сжатия. Выделенный 
фрагмент показывает скорость в области отрыва пограничного слоя (u — локальная скорость, um — максимальная скорость, 

y — поперечная координата, L — размер расчетной области)
Fig. 7. Interaction of a shock wave with a boundary layer and flow separation when flowing around a compression corner. The 
highlighted fragment shows the velocity in the region of separation of the boundary layer (u — local velocity, um — maximum 

velocity, y — lateral coordinate, L — dimension of computational domain)

Рис. 8. Распределения давления при M1 = 3 и θ равном: 
5° (1); 10° (2); 15° (3). Пунктирные линии соответствуют 

невязкой постановке задачи (p — локальное давление, 
p1 — давление в набегающем потоке, x — продольная 

координата, L — размер расчетной области)
Fig. 8. Pressure distributions at M1 = 3 and θ = 5° (1); 

10° (2); 15° (3). The dashed lines correspond to the non-viscous 
formulation of the problem (p — local pressure, p1 — pressure 

in the uniform flow, x — longitudinal coordinate,
L — dimension of computational domain)

Рис. 9. Распределения давления при θ = 15° и M1 равном: 
2 (1); 2,5 (2); 3 (3). Пунктирные линии соответствуют 

невязкой постановке задачи
Fig. 9. Pressure distributions at θ = 15° and M1 = 2 (1); 

2,5 (2); 3 (3). The dashed lines correspond to the non-viscous 
formulation of the problem
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Угол расширения

На рис. 10 представлены сетки для двух вариантов 
расчета, соответствующих фиксированному числу Маха 
(M1 = 2) невозмущенного потока и различным углам. 
Ячейки сетки сгущаются в окрестности характеристик 
веера волны разрежения и пограничном слое. При этом 
возможна адаптация сетки в процессе решения задачи 
на основе подхода, изложенного в работе [34].

На рис. 11 представлены распределения числа Маха 
при различных углах разворота потока (невязкое тече-
ние). Увеличение угла разворота потока при фиксиро-
ванном числе Маха M1 = 5 падающей ударной волны 
приводит к ускорению потока и увеличению числа 
Маха, а также падению давления и температуры за 
веером волны разрежения.

На рис. 12 представлены линии уровня давления 
при обтекании угла расширения для различных углов 
разворота потока. При этом не наблюдается существен-
ных отличий в структуре потока, рассчитанной в рам-
ках невязкой постановки задачи.

Влияние турбулентности на характеристики течения 
около угла сжатия показывает табл. 4 при фиксирован-
ном числе Маха M1 = 2 и различных углах разворота 
потока. Результаты расчетов сравниваются с теоре-
тическими значениями углов наклона характеристик 
волны Прандтля–Майера и числа Маха за веером волны 
разрежения.

На рис. 13 представлено распределение давле-
ния при обтекании угла расширения невязким пото-
ком. При M1 = 2 и θ = 10° получим, что M2 = 2,383, 
p2/p1 = 0,5471, а отношение плотностей на разрыве 

Рис. 11. Линии уровня числа Маха при невязком обтекании угла расширения для M1 = 5 и θ равном: 5° (a); 9° (b); 12° (c); 
15° (d)

Fig. 11. Level lines of the Mach number with a non-viscous flow around the expansion corner for M1 = 5 and θ = 5° (a); 9° (b); 
12° (c); 15° (d)

Рис. 10. Расчетные сетки для числа Маха M1 = 2 и θ равном: 5° (а); 15° (b)
Fig. 10. Computational grids for the Mach number M1 = 2 and corner θ= 5° (a); 15° (b)

Рис. 12. Линии уровня давления при турбулентном обтекании угла расширения для M1 = 2 и θ равном: 5° (а); 15° (b)
Fig. 12. Lines of pressure level in turbulent flow around the expansion corner for M1 = 2 and θ = 5° (a); 15° (b)
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равно ρ2/ρ1 = 0,65. В отличие от угла сжатия, влияние 
вязкости незначительно сказывается на распределении 
давления при обтекании угла расширения.

Волновая картина при вязком обтекании внешнего 
тупого угла осложняется взаимодействием волн раз-
режения с пограничным слоем. В волне разрежения, 
проходящей через пограничный слой в зоне его раз-
ворота, течение не является изэнтропическим. При 
этом пограничный слой рассматривается как совокуп-
ность контактных разрывов, на каждом из которых 
происходит преломление и отражение характеристик 
волны Прандтля–Майера [25]. Следствием такого вза-
имодействия является расцентровка характеристик 
волны Прандтля–Майера, изменение угла их накло-
на во внешнем потоке, а также образование висячего 
краевого скачка уплотнения и линии тангенциального 
разрыва, расположенной ниже краевого скачка [23]. 
Пониженное давление в донной области оказывает 
влияние на параметры потока вверх по потоку от усту-
па [24]. Линии постоянного давления в области рас-
ширения потока не являются прямыми, а угол разво-
рота потока меньше полного угла разворота течения 
Прандтля–Майера, необходимого для достижения того 
же давления. Сравнение результатов расчетов с экспе-
риментальными данными показывает, что во всех слу-
чаях влияние пониженного давления вверх по потоку 
от угла расширения сказывается на расстоянии порядка 
толщины пограничного слоя. Давление на наклонной 
грани постепенно понижается до значения, соответ-
ствующего невязкому течению.

Наличие пограничного слоя приводит к расцентров-
ке веера волн разрежения, поэтому крайние правые 
характеристики (рис. 2, b) попадают на веер и взаимо-
действуют с ним, что приводит к образованию отражен-
ных волн, падающих на наклонную грань. В результате 
достаточно сложного взаимодействия возникают вто-
ричные волны, оказывающие воздействие на течение 
вниз по потоку. В частности, действие этих волн при-
водит к замедлению уменьшения давления за волной 
разрежения.

При увеличении угла наклона подветренной грани 
уступа картина течения меняется. Давление в донной 
области для всех чисел Маха оказывается выше, чем в 
случае невязкого течения, что, возможно, обусловлива-
ется недостаточной протяженностью наклонной грани 
в расчетной модели.

Угол наклона первой характеристики волны разре-
жения совпадает с вычисленным по невязкой теории. 
При этом вязкие эффекты обусловливают расцентровку 
волны. Предельные (правые) характеристики волны 
разрежения погружены в вязкий слой, поэтому мак-
симальное значение числа Маха в реальном течении, 
меньше вычисленного по невязкой теории (рис. 2, b).

Вблизи внешнего угла модели происходит расслое-
ние потока [25], когда пристенная вязкая низкоскорост-
ная область разворачивается на нужный угол и форми-
рует донную область с низким давлением, а внешний 
высокоскоростной поток отходит от поверхности, об-
разуя слой смешения с более высокой плотностью. 
Расслоение усиливается с увеличением числа Маха 
набегающего потока. На этот процесс существенное 
влияние оказывает число Рейнольдса набегающего 
потока и интегральные толщины пограничного слоя, 
определяющие распределение газодинамических па-
раметров в пограничном слое.

Заключение

Проведено численное моделирование сверхзвуко-
вых течений в окрестности геометрических конфигу-
раций, представляющих собой углы сжатия и расши-
рения, при различных числах Маха невозмущенного 
потока и углах наклона стенки. Сопоставление с точ-
ными решениями показывает, что разработанный ме-
тод расчета позволяет получить удовлетворительные 
оценки характеристик потока в широком диапазоне 
определяющих параметров. Использование в расчетах 
недостаточно подробных сеток приводит к занижению 
реального размера области отрыва, вплоть до его отсут-
ствия на очень грубых сетках.

Таблица 4. Характеристики потока при обтекании угла сжатия M1 = 2

Table 4. Flow characteristics when flowing around the compression corner

θ, град.
μ1, град. μ2, град. M2

теория расчет δ, % теория расчет δ, % теория расчет δ, %

5
10
15

30
30
30

30
30
30

0
0
0

27,20
24,79
22,63

28,00
25,50
22,00

+2,94
+2,86
–2,78

2,186
2,385
2,598

2,166
2,378
2,308

–0,92
–0,30
–11,20

Рис. 13. Распределение давления при M1 = 2 и θ = 10° при 
обтекании угла расширения невязким потоком. Пунктирная 

линия соответствует точному решению
Fig. 13. Pressure distribution at M1 = 2 and θ = 10° with 

a non-viscous flow around the expansion corner. The dotted line 
represents the exact solution

К.Н. Волков, Е.Е. Ильина, И.А. Волобуев



Научно-технический вестник информационных технологий, механики и оптики, 2021, том 21, № 2
294 Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics and Optics, 2021, vol. 21, no 2

При обтекании угла сжатия вблизи точки сопряже-
ния формируется скачок уплотнения, связанный с по-
граничным слоем и влекущий его отрыв, а ниже по по-
току в области восстановления происходит нарастание 
пограничного слоя и снижение значений параметров, 
соответствующих невязкой теории. С ростом наклона 
грани размер локальной области отрыва увеличивается.

Наличие вязкого пограничного слоя приводит к 
изменению свойств течения в окрестности угла рас-
ширения. В частности, наблюдаются расцентровка и 
искривление линий постоянного давления волны разре-
жения. При небольших углах отклонения грани уступа 
поверхность обтекается без отрыва, однако вторичные 
волны, возникающие вследствие расцентровки волны 
разрежения и ее взаимодействия с пограничным сло-
ем, приводят к замедлению выхода давления на уро-
вень, определяемый невязкой теорией. Данный эффект 
усиливается с увеличением числа Маха набегающего 
потока. При обтекании угла расширения происходит 
расслоение вязкого потока. Низкоскоростной вязкий 

пристенный поток разворачивается на заданный угол, 
формируя разреженную донную область. Внешняя вы-
сокоскоростная и более плотная область пограничного 
слоя при прохождении через волну разрежения раз-
ворачивается на угол, меньший заданного, и образует 
отходящий от стенки слой смешения.

Для выявления детальной структуры потока в от-
рывной области и учета взаимодействия ударной волны 
с пограничным слоем необходимо решить задачу в 
трехмерной геометрии с учетом конечного продольного 
и поперечного размеров модели и других определя-
ющих факторов. Для выявления вихревой структуры 
потока требуется применение вихреразрешающих под-
ходов к моделированию турбулентных течений.

Разработанные средства численного моделирования 
могут оказаться полезными при параметрических и 
оптимизационных расчетах газодинамических течений, 
возникающих в элементах двигательных установок 
сверх- и гиперзвуковых летательных аппаратов.
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